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Master 1 Mathématiques

Examen d’analyse approfondie Durée 1h30mn

Exo 1.

Soit a > 0 et f la fonction définie sur R par f(z) = e~a”,

1/ Montrer que f est solution de équation différentielle : ' + 2azy = 0.

2/ En appliquant la transformation de Fourier a cette équation différentielle,
en déduire une équation différentielle vérifice par jA

+oo - .
3/ Sachant que [ e=%% dy = V/E, caleuler f(0).

On consideére I'équation de la chaleur en une dimension pour une fonction
u(z,t) on (t.) € R x R, donnée par

P 2
9u (1) — T4 (z,1) =0
u(z,0) = uy ().

Cette équation modélise I'évolution de la chaleur sur un fil de longueur
infinie. La quantité u(z, f) représente la température du fil & Pabscisse z

et au temps £.

4/ On considére que pour tout temps t; la fonction © — u(z, t) est intégrable.
On pose @(w, t) sa transformée de Fourier. Montrer que % vérifie I'équation

g—f w, t) + w?i(w, t) = 0.
5/ En déduire que Gi(w, t) = ug(w)e "t
6/ On pose g(w,t) = e, montrer que: u(z,t) = Q%;ZL() (z)xF~1 (g(w, 1)) (z).
22
7/ Montrer que F~! (g(w,1)) (z) = /Fe~ %

- En déduire que :
+oc
g2
w(z,t) = ﬁﬁ / e Fuy (x—y)dy.
—00

Exo 2.

Pour ¢ > 0, résoudre les équations différentielles suivantes en appliquant
la transformée de Laplace.

/2y +y=1avecy(0)=1ett>0.

2/ ¥y +3y —dy=e"avec y (0) =1 et &/ (0) = 0.



)

Solution de I'Exo 1 . i /
1/ Comme f(z) = e~ = f'(z) = —2aze=**" donc f(z) P azf(z) = 0.
Ainsi f vérifie 'EDO /' + 2azy = 0.

2/ ' +2azf = 0= F(f +2axf) = F(0) = 0, En utilisant les propriétés
de F on a:
Flf +2axf) = Ff) +2aF (xf)
e Xl
= P 42i ( f)
- = . 5 4 ;
wwf (w) + 2ai (f> (w) = 0.

Il

Ainsi f(w) satisfait 'TEDO 2ai (f)’ (w) +iwfv(w) =0= 2a (f)’ W) +wf=0.

+00

P 20 ) 2% +oo )
3/ flw) = jff (g)e~"dy = [{0) = -[;f (z) e 0dy =

—0oC

(ehdx =

+00 ,
[ eo’dz = /%
. " @ /
-0
4/ Dans les EDP on applique la transformée de Fourier a la variable dont le
degré de dérivation est le plus grand ici c’est par rapport & z, non pas t. On a

5 o2 Ju 2 =~
% (g,t) — L% (2,1) :o:,»f(g!?(m,t) — i (n:,t)) =F(0)=0 e

f(%%(a:«,i)—?;? @) @) = F(% @) (a:)—f(%(;t:,t}) A \/

/
/
/

%4 (w, 1) — (iw)? U (w, t)
= 5w+’ i(wt) =0,

qui représente une EDO du premier ordre.
5/ %% (w,t) + w?@ (w,t) = 0. En intégrant cette derniére par rapport a t on
obtient

5 (w,t)

=—w? = Inf(w,t) — Ini (w,0) = —w? [ = =™

U(w,t) ~
Aw,t) 9 W(w,t) _ /\;
=In w0y = —wWt= Slon) = ¢ /

= U(w,t) =0 (w,0) e = i (w) e, .
6/ Montrons u(z,t) = tug (x) * F~' (gw, 1)) () on glw,t) = e
cela calculons F (un ()« F~ 1 (g(w, 1)) (1‘)) on a

Fuo @)+ FH g(w,t) @) = F(uo(2)).F (F (g(w,1)) (z))
= 27 (w) .9 (w,t)
= 2wy (w) et

27t (w, t)
= 2nF (u(x,t))
= F(2ru(z,t)).




D’ou ug () F 1 (g(w, t)) () = 27w (w, t). Ainsi on obtient u (w,t) = 5=ug (z)*
FH(g(w,1)) (z). ,
7/ D’aprés la tr omeme uestion (3/) on a la transformée de f(z) = e ez’
[/ D'a q ’( /) f( )¥ 5 »\E
est f (w) = V/ e~ %= on remarque d’aprés Pécriture de g g: glw,t) = e qu

Ainsi n (2: t) = s-uo (x) x F ' (g(w, 1)) (T) = (2) *\/Te” 5

f 2"u(,(:c y)/Te” ndr-zr f’LL()(I—J)P =5
Solutmn de I'Exo 2
/2% -y=1=H(@) = L{f’y“%')*L(H(t))=>2l(21)+fz()
L(H (1)) = 2(pF(p) — 1)— (p) =
= Pp— 1} Flp) =243 =25 :> Fisi = p(szHl) Pt BT mey @

= L™ (F(p)) %)pf*l_l):;q(t) (pg%)_L_l(%%tJr
H(t). - > \z

2/ Y +3y ~dy=e"= L(y"+3y —4y) = L(et) = L{y")+3L(y) —
4L (y) = L (e™?).
Pour L(y(¢)) = F (p) on a : L(y'(t)) = pF(p) — 1 et L(y"(t)) = p>F(p) — p.
Ainsi on obtient : p?F(p)—p+3 (pF(p) — 1)—4F (p)7{i’):> (pz +3p— 4) F(p) =

p+3+ pTl @j:y

3 1 +3 -
e, PA ] P S )
= Fp) = p~-’r"‘i;= 4 + P 54 -0 T (m—l)(? D+ = -1 +@

peut-étre identifier & f on posons w = z et t = a. D'on g(w, t} = ,/Z *"T /

1 1
5 _% g
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-8

+
471 i 171 1 1r—-1 1
5L (;3)+5L (m)—?L (ﬁ)
1 _.—4F 1 f ¢ 3
Gt -+ EF’ —5€ :

s



