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Miuter 1 Mathématiques

Examen d'analyse approfonclie Duree th30nn

Exo 1.

Soit a > 0 et f la fonction définie sur lR par ,f(") : e-o,,.
1/ i{ontrer qrre f est solutiou de l'équatir_rn difiérentielle : y, +Z&ny : g.
2/ En rippliquant la transfonna*ion de Fouder à cette équation différentielle,

en déduire une équation différentielle vérifiée par f.*æ
3/ Sachant que -f e-o*'dæ - \/T., calculer f(0).
on c:oasidère t'eqiltior, cle la chaleur en une dimension po'r'ne fonction
u (r,t) où (i. c) e R x JR* don:née par

[*t",t)-E#(r,/):s
I u (r,0) : uo (r) .

cette équation modélise l'évol'tion de la chaleur sur un fil cle iongueur
insnie- La r1r-rantité u(r,t) représente la températ.re d' fil à l,abscisse :r
et au temps i.
4/ On considère que pour tout temps f, la fonction s r-+ u(r,t) ett intégrable.
on pose îi{u,t) sa transformée de Fourier. rvlonùrer que'â'vérifie l;équatiou

#t*,t)+w2û{.w,r):0.
5/ Et déduire que ff{r,"', t) : ff{r.r)e-."t.
6/ Orr pose c {w, t) : e-.'"t, montrer que : u(y, t) : * rrr, (fl *f - t b{a, t)) {r}.
?/ Montrer que f-l (S@,t)) (r) : ,ffe-t. po déduire que :

*æ

u{n,t): *rfr { *-*^{* - ùd+t.
-s

Exo 2.

Pt'rr f ) 0, résoudre les équations différentielres suivantss en appriquaat
la transformee de Laplace.
11 2y' +U : 1 avec y(0) : I et t à 0.
2l V" +3y' - 4y: e-r âvec g(0) : I et gr,(0) :0.



Solution rle ['Exo t { )
1/ Conrm. f@): e..'o," + "f,(r): -!1trx.6-ot't dorr" /,(r) Âgcùr):0

Ainsi / rérifie I'EDO .!, * Zary : g.

2l f' +2at:J : A =+ f {f' +2a*f}: -F (0) :0, En utilirant les pr'1rriérésdefona:

f (f'+2a:tf) : rU')+2arfuf)
î,+z"a{î)'

: r*î tù + 2c, (f)'(,) : o.

Ainsi f (c..') sarisfat lrEDo 2"i (î)' @) +twf fu): 0 + 2" (1)' (r.r) +erf: s.
*æ *2c +æ

. 
3l I@): !_l(r)e-i,'d,x + i(0) : [-f (r)e-rwo4*:ft+41":

*f t o"d"-: lT /S,
rée cle Fourie, a1u l*ri*ble dont le

degré de dérivation est le plus grand ici c'est par rapport à r. no' pas t. on a
* (".t) * ## @.,) :0 =+ t (# @.t) _ # t,.r)) : 116; : i1 ,- l

t (* (r,iJ - # @,,)) r,l 
_ :ry.r..d) 

{*) -, (#+ {r,,,)) U
#r,',, - 

(i,,)'û'(w,tj

6a r-, I) + w2û (r,,r, i ) : g.

qui represente une EDO rtu prenrier ordre.

. ?l # (r.;, f) * u2îi(w,f) : 0. En intftpant cette rlernièr.e par rapport â, t on
obtient

ttTt

*# : -,'t2 =+ lnâ(c,.,, t) - Inû(w,6) : -c,r2 [ clt : _ u2t
+lnffi:*wzt*##:ç-u2t
.+ û, {a,t) : û {w,0) e-o:t : fi {ti) s-.'t.

. 6/ 
f,t<r-ntrory y{:r, r} : *:,* (r:) * f-t {s{*, r)) (e;} ori s(a,t) : a

cela calculons f (us {r) x f:t (s@,t)} (z)) on a

F (uok) x F-r (s(w,t)) (r)) 
:

f Qrn (r)) -f (r-t (e(t.,, r)) (r))
2îûs (w) .g (w,t)

2rû,ç (w) .e-*"t
2nû,{u,t)
Zrf (u(*,t))
F {2tru (*, t)) .



?oy."q {n) * r- L 
b @, t)) (r) : 2n u(r,l, f). Ainsi on obtient zt (u, t) : }u,s (r) *F*t (s{w,t)) (n).

7f D'après la troisième qrrestion {3/) on a la transformee de l{r} : s-n,' __-_-.\
est i{e,;) : VtEe** oû remarque d,aprèr l,êcriture de g : g{w.t) -'s-n,t qo{, )
peut-êtrc itlentifier à / on posorls i,': x e[ t: a.. D,où î(r,t): /"r."-#L )/
Ainsi u (r,t) : *"o(") * F-r (s{w,t)) (r) : #"0 (") * ,/{"--læ -2 +æ: f:*r,o (" - s) JT"- # a.* : ffi' j- 

"a @ _ y) "**,r*,
Solutiorr de l'Exo 2 

** 
^<1\)rl 2a'-u - 1-- H.(t) + r{Zf +v): Ltqtt}) + ZLtv,)+L(s) : V

L (H {t)) + 2 {pF(p) - 1) - F{p) : i,
+ (zp - t) p(p) : 2 +.i : *# =+ rb) : ffi : i + #_r : #_ _ 

* é)
, (; 

t 'tron -*r4fuh - ;) * a$): r-' (Ê)-rt'.9k9;+-
r"Ut ;'i"'.,, 

no : e t + L tv" + 3v' - 4v) : L te-r) + L({')+ 3z (v2fl)
Pour l,(y(f)) : F (?) on a : L(y, (t)) : pF(p) * t et L(y,,(t)) : pzF(p) - oY

, .tîH 
obtient : p2 F(p)*p+s (prtu) - t)-4F (e)GPi,+ tpi + zi - ai r @) :

, 
+ F,(p) : F+# + G;iïFhr-n :,F:{#rx + 616*q6aa; : filr_L_LJ * _-g_ _t t_L _L _L;Lp+4 p+l ' p-l I pi4'

L-' (F{p)) : L-7 (* * 
'i, 

- t, * * * 
"ft): 

T",-' (ù)-l-ir.,("Ë)-ir l(#)*,".r-,(*). +' '(+_jW)
= f,eL +f"-n' - o1e-.+ $et+Se-at -- *.t+*" ni -iu"-r. ' ,'C-/


